XMP 2022-2023 DM N°8 (Corrigé)

Dans tout le probléme, l'entier n est donné, strictement supérieur & 1. L’espace £ = R" est muni de sa

structure euclidienne canonique, son produit scalaire étant noté (z]y) et la norme euclidienne || " .

L’espace des matrices carrées réelles de taille n est noté M (R), et celui des matrices symétriques est noté
S (R).

On identifie une matrice A de M (R) et 'endomorphisme de £ dont la matrice dans la base canonique est

A ; de méme on identifie les éléments z de E aux matrices colonnes de leurs coordonnées dans la base canonique de

E. Ces identifications donnent un sens au produit Az .

Partie 1

Etude d’une norme sur S, (R)

1. Définition d’une norme sur S, (R)
a. Soit U un élément de M, (R). Montrer que la fonction z > |(U:v| I)| est bornée sur la boule unité de E,

constituée des vecteurs de norme inférieure ou égale a 1.

Stz = (xl,...,x") est un vecteur de norme 1, il est clair que |$[| <1 pour tout ¢ puisque la somme des

carrés est plus petite que 1. Alors, si U = (ai‘j) , |(U:r|x)| = |Z a’i.inIj| < Z‘aij‘ :
ijo ij

b. Soit U un élément de S (R) tel que (Uz|z) =0 pour tout z de E. Prouver que U est la matrice nulle.
Soit N une valeur propre de U et x, un vecteur propre associé. Puisque (U$O|x0) =0, i vient A=0.
La seule valeur propre de U est donc nulle et comme U est diagonalisable, U est nul.
c. Montrer que l'application N, de S (R) dans R, qui & un élément U de S (R) associe le réel
N(U) = sup {|(Ux|x)| ; ":r” < 1} est une norme sur S (R).

La vérification des axiomes de positivité et de séparation est évidente (grdce d la question précédente).

L’homogénéité est a peu pres claire. Quant a lidentité triangulaire, c’est un classique de la manipulation des sup :
VoeeR" |((U+ V)I|I)| < |(UI|I)| +|(VI|I)| < NU)+ N(V), puis on passe au sup a gauche.

2. Propriété de multiplicativité
a. Soient deux matrices Uet Vde S (R). Montrer que UV est dans S (R) si et seulement si ces matrices
commutent.
Uves (R) = OV =0V «VU" =UV VU =UV.
b. Soit U un élément de S (R). On désigne par A,,...,A ~ ses valeurs propres, et par p(U) le maximum des
valeurs absolues des A, . Prouver que p(U) = N(U), et que pour tout zde F, on a ”Ux" < N( U)"I" .
Soit e,...,e,une base orthonormée de vecteurs propres de U associés respectivement a A,...,\ . Alors,

st T=ze +...+T€ il vient :

n -nmn n -n

|(Ux|$)| = |()\1xle1 +.o A zelre ... 4xe) < p(U)”m"2

2 2
= ‘Alml +.o AT

et :
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"Ux"2 =N\ze +..FNze Nve +.. +N e )= )\fxf + .+ N2 <p(U)? "a:"2

™4 n'nn nnn ntn =
De la premiére majoration, si l’on choisit x de norme inférieure ou égale a 1 et si l'on passe au sup d
gauche, on tire N(U) <p(U) ; mais pour x =e_, la majoration est une égalité ce qui prouve que p(U) < N(U).
c. Déduire des questions précédentes que si U et V sont deux éléments de S (R) qui commutent, alors on a
l'inégalité N(UV) < N(U)N(V) (on commencera par prouver que pour tout z de E, on a |(UVI|I)| < "U:v" X "Vz” ).
Soit © un vecteur de norme plus petite que 1. Comme U est symétrique, (UVz|z) = (Vz|Uz), on combine
avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :
|(UVaz)| = (Ua| Vi) <||Ua]  |[va] < N@) < N(V).

Il n’y a plus qu’a passer au sup a gauche...

Partie 2

Une caractérisation des matrices symétriques définies positives

1. Propriétés élémentaires
Soit A un élément de S (R). Montrer que A est définie positive si et seulement si il existe une matrice inver-

sible M de M, (R) telle que A=M"M.

Si A= MTM, alors A est trivialement symétrique et, pour X € M . (R), X =0, il vient :

n,1
2
X"AX = X"M"MX =|Mx| > 0.
Par définition, A est donc définie positive.

Réciproquement on sait (c’est du cours) que A est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont

strictement positives. De plus, A peut étre diagonalisée au moyen d’une matrice orthogonale. On peut donc écrire :

A= Pdiag(h,,...A )P = Pdiag(yA,,....i\, )P P* = M™M avee M = diag(yA,.....\A, ) P".

2. Un lemme
Soit A une matrice symétrique définie positive. On « prolonge » A en un élément A’ de S, +1(R) de la facon

suivante :
;AL . .
A= ot ou (' est une matrice de M (R) et a un réel.
“ :

On suppose que det(A’) > 0. Le but de ce qui suit est de prouver que A’ est encore définie positive.

T -1 . L ATt —ATle
a. Prouver que a—C A 'C >0 (on pourra multiplier la matrice A" par la matrice ).
1
,_|ATh AT o A C) jaTt —ATle I, 0
A" x =l 7 X = .

0 1 ¢t oa) |0 1 c'A™h a-C'AT'C

Il n’y a plus qu’d prendre les déterminants (triangulaires par blocs) dans cette égalité pour avoir

l’inégalité demandée.

D
] avec M dans M (R), D

b. En déduire qu’il est possible de trouver une matrice N de la forme N = [
e

matrice ligne et o réel, vérifiant A’ = NTN et conclure.
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MM =A

T A C T™h =

NTN:A/<:>M OXMD:T <:>]WDC

DT« 0 « C a DM =C
D'D+a’=a

A étant symétrique définie positive, on connait Uexistence de M telle que M™M = A . On choisit alors D
telle que D = (MT)flC. La derniére équation demande alors a o de vérifier o> =a—CTA™'C ce qui est possible
puisque, précisément, a —C A7'C > 0. Avec ces choiz de M, de D et de o, on a A'=N'N : A’ est définie

positive.

3. Mineurs de Gauss

Pour un élément A de S (R), on notera Ap la matrice de taille p extraite de A en position « supérieure gau-

che ».

a. Prouver que si A est définie positive, alors on a det(Ap) > (0 pour tout entier p compris entre 1 et n.

C’est la question la plus délicate du probléme si l’on ne voit pas une évidence ! Si 'on prouve que Ap
(qui est trivialement symétrique) est encore positive, on aura bien entendu det(Ap) > 0. Or, il y a juste a consta-
ter que si X est un élément non nul de M | (R) et si l'on prolonge X en un élément X de M, (R) en lui rajou-
tant des zéros sur les dernieres lignes, alors XTApX =XTAX >0 , ce qui prouve que Ap est définie positive.

b. Réciproquement, on suppose que det (Ap) > 0 pour tout p entre 1 et n. Prouver grace au lemme que A

est définie positive (ainsi, la définie positivité d’une matrice peut se tester par le calcul de quelques déterminants).
C’est tout a fait immédiat par récurrence en utilisant le résultat de la question 2.b.

Partie 3
Inversion d’une matrice symétrique définie positive

1. Etude d’une condition d’inversibilité

Dans toute la suite du probleme, on supposera donné un élément 7'de S (R) tel que N(I —T) <k, ol k est
un réel vérifiant 0 <k <1 (I est la matrice unité de M (R)).

a. Donner un encadrement des valeurs propres de T, et en déduire que T est définie positive.

Il est bien évident que les valeurs propres de I —T sont les 1—A ou les N sont les valeurs propres de
T. Puisque N(I, —T)=p(I, —T), on a |1 f)\| <k pour toute valeur propre de T, soit 0 <1—k <A <1+k. Les

valeurs propres de T sont donc strictement positives, T est définie positive.

b. En utilisant les valeurs propres de T, prouver que :

N(T < et N(T'—1 )7i_
1-k " 1-%
Les valeurs propres de T7! sont les 1/)\ L celles de TV —1  les 1/)\ —1.0r 0< 1 < i < ! et
" 1+~ A" 1—k
done N(T™') < ﬁ Par ailleurs, N(T~' =1 )=N(T"'(I, -T)) < N(T "N, -T)< ﬁ

2. Un algorithme

On consideére la suite (Yp) de matrices de M (R) définies par la récurrence :
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Yy=1,;Y, =Y @ —TY).

p+1
a. Montrer que les matrices Yp sont symétriques et commutent avec T.
1l est facile de voir par récurrence que les Yp sont des polynomes en T. Ce sont donc des matrices symé-
triques commutant avec T.
b. On pose Zp =1 - TYP . Prouver que Zp+1 = Zp2.
Question inaccessible a ceux qui ne connaissent pas leurs identités remarquables.
c. On pose ¢, = N( Y —T7"). Prouver, en majorant au préalable N(Zp)7 que pour tout entier p, on a
'inégalité :
o
& = 1k— i
L'égalité 7, , = Zp2 combinée avec la majoration N(UV)< N(U)N(V) donne immédiatement :

N(Z

27 27 27
p):N(Z())SN(Z()) <k,

puis :

. . . kK
e, =N(Y, =T )< NI )N(I, -TY,)= N(T"')N(Z,) < -
d. Que peut-on en déduire a propos de la suite (Yp) ? Quel commentaire supplémentaire peut-on faire ?

. —1 A , .
La suite (Yp) converge donc vers T, et méme sacrément vite !
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