XMP 2022-2023 DM N°10 (corrigés)

Exercice 4

Si X est une variable aléatoire réelle discréte admettant une espérance, on note E(X) cette espérance.

Soit (€,.4,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte sur cet espace a valeurs dans [—1,1].
On considere une suite (X, ), -+ de variables aléatoires discretes sur (2,4, P), mutuellement indépendantes , et
toutes de méme loi que X.

Pour tout n € N*, on pose :
g Kt X,

n
n

On se propose de prouver que si X est centrée, c’est-a-dire si E(X) =0, alors la suite (S,) converge presque
stirement vers 0 (c’est un cas particulier de la loi forte des grands nombres, dans le cas de variables aléatoires bor-

nées).

1. Montrer que X possede une espérance.

Par hypothese, |X| <1. La constante 1 possédant une espérance, il en va de méme de X (théoréme de compa-

raison).

On suppose désormais que X est centrée.

2. Prouver que pour tout o >0 :

E(X)

Q

P(X]Z o)<

L’inégalité de Markov affirme que si Y est une variable aléatoire discrete possédant un moment d’ordre n et si

t est un réel positif, alors :

P( Y|2t)§w.
t"

On applique cette inégalité d la variable aléatoire |X| (qui posséde une espérance puisque X en posséde une)

etn=1.

3. Montrer que Ve, t >0 et VneN* ona:
(EE))"

etne

P(Sn > E) _ P(emS" > etnE) <

Par croissance de ’exponentielle et par multiplication par les réels positifs t et n, on a l’égalité des événe-

ments suivants :

(S'n 2 E’) = (tnS,n > t’I’LE) = (et"Sn > etna) ]

On utilise alors 'inégalité de Markov (on peut puisque la variable aléatoire ™ est bornée, donc posséde une

espérance) :
tnS
S e Ble
P(S. >e) = P > ety < D)
n tne
e

. S HX 44X 1X, X . . Lo . Lo
Mais ™ = 'S 45) — oo e et on sait que les variables aléatoires X, étant mutuellement indé-

pendantes, il en va de méme des e 1l vient donc, les X, possédant toutes la méme loi que X :

DS N°6 1 Frédéric Dupré, classe de MP du lycée Camille Vernet, Valence



4. Soit a>1. On considere la fonction g, définie par :

1tz o

1—z —1
VzeR g (z)=——a  +
94(%) =— 5

a. Prouver que la fonction g a/ est décroissante et en déduire que g, est positive sur [-1,1].
La fonction g, étant combinaison linéaire de fonctions affines et d’exponentielle de base a, elle est évi-
demment deuz fois dérivable sur R . De plus :

VzeR, ga/(z) = —%tfl Jr%aflnaaw

ga”(:r) = —(Ina)*a” <0.
Mais il est clair que g (—1)=g, (1) =0, et on est méme en droit de se demander si ce n’est pas étudié
pour ! On dispose alors de deur moyens pour conclure : dresser le tableau de variations de g, pour parvenir d la
conclusion demandée, ou bien utiliser les arquments que tout cela cache et dire que la fonction g, est concave, son

graphe est donc au-dessus de ses cordes (Rq : on n’a pas utilisé Uhypothése a > 1, a >0 suffit).

b. Prouver que pour tout ¢ >0 et pour tout z € [~1,1], on a :
-2z 4 1
z e’ + Rk el
2 2
Pour t >0, a=c¢' >1. On utilise alors la question précédente :
-z ;1
T e +z

1
9, (z) >0, ou encore R ——

etz <

t
e .

c. En déduire que pour tout ¢ >0, E(e™) <cht.
L'inégalité précédente peut aussi s'écrire e <cht+xzsht . Alors, par linéarité et croissance de
l’espérance, il vient :
E(e”™) < cht+shtBE(X)=cht.

d. Montrer que pour tout entier k et tout réel ¢, on a :

k
2k 2
AN L
(2K)! T k! 2
Pour tout entier k, il est clair que (2k)! = k!(k +1)...(2k — 1)2k > k!2" wz—k > k12"
2 2
>1

L’inégalité demandée en découle clairement.
On somme maintenant ces inégalités et on utilise les développements en série entiére de [’exponentielle et
du cosinus hyperbolique. On obtient alors :

tZ

+00 tQk +00 1 tQ v
=Y =<y () =
im0 CR) k2

e. En déduire que pout tout ¢t >0, on a :
tl
E(eX) < £
2
tl

On conclut finalement, grace a la question 4.c, que E(etX) <e’
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5. Dans cette question, n désigne un élément de N * et & un réel strictement positif.
2
B ) o . —nte+n—
a. Déterminer le minimum sur R de la fonction ¢ — e

t2
/. 7’ . . Ve 7’ 7nt€+n7 Ve . oy . \
La dérivée de la fonction considérée vaut (—ne + nt)e 2 elle est négative avant € et positive apres,

2

€
e
la fonction atteint donc un minimum global en € en lequel elle prend la valeur e 2
b. En déduire que :

2
€

a5
P(S,|>¢e) <2 2.

Grice aux questions précédentes, on peut affirmer que :
TZ
n— 2
tX \n n2 t
n——tne
E(e") e 5

tne

(S (S

P(S" >e) <

Cette inégalité étant vraie pour tout t, elle est vraie pour le t réalisant le minimum de la fonction majo-
2

€

e
rante. On a donc bien P(S >e)<e 2
Mais en faisant exactement le méme travail avec les variables aléatoires —X, qui sont, elles-aussi, a

valeurs dans [—1,1] , mutuellement indépendantes et centrées, on obtiendrait aussi l’inégalité :

82
—n—

P(—Sn >e)<e
Finalement :
2
P(S,|>¢) = P(S, > )+ P(-S, >¢) <2 2.
6. a. Prouver, pour tout € > 0, la convergence de la série de terme général P(|S |>¢).

82
nt
La série g e 2 est une série géométrique convergente, donc la série E P(S,|>¢€) converge aussi.

b. On note, pour n € N* et ¢ >0 :

B,(e)= U {weq/Is,|>¢}.

m>n
Justifier que les B (g) sont des événements, et que :

P( () B,(e)=0.

neN*

n m

S étant une variable aléatoire, les ensembles {w eq/

S (L.o)| > a} sont des évenements. B (¢) appa-

rait donc comme une réunion dénombrable d’événements, c’est un événement.
De plus :
P(B, )< > Plwe /IS, (w|>ep) =3 P(S, |>e) ;
m>n m>n
le majorant étant le reste d’une série convergente, il tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. On vient donc

de prouwver que lim P(B (¢)) = 0. Mais la suite (B (c)) est évidemment décroissante au sens de linclusion. Le
n

n

théoréme de la limite monotone permet alors d’affirmer que P(() B (¢)) =lim P(B (e)) = 0.
n>0 n )

c. On pose, pour tout k € N* :
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Qk:{wGQ/3n€N*,Vm>n,|Sm(w|<% .

Montrer que pour tout k € N*, Q, est un évenement.
d. Ecrire 'ensemble A4 = {w €Q/ lim S (v)= O} a l'aide des événements €2 et en déduire que A est
n—+00
un évenement.
e. Prouver que :
PA)=1.
La suite () est clairement décroissante au sens de l'inclusion, le théoréeme de la limite monotone

donne donc P(A)= li;nP(Qk). Mais en passant aux événements contraires, P(Q,)=1-P(() B )=1, d'ou le
; n>0

résultat.
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