XMP 2022-2023
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

1. Résoudre les systemes différentiels suivants :

{x/ =—-3r+2y+ ef
a.

y =22+ 2y
' =z+ Y a b 0
b. {y/=y+z (trigonaliser la matrice du systéme sous la forme |0 a 0]).
d=x+y+2 0 0 ¢
2’ =-3r4y
“ {y” =2r—2

( + 1)1’ =to—y+2 . .
(on pourra env1sager une imconnue auxﬂlalre Z = ... )

(2 + 1)y =z +ty—2t

2. Résoudre les équations différentielles suivantes :
a. y' +ycosz =sinzcosz b. |$|y/+($—1)y:$2 c. v'+y' +y=uzxe"
d. x2y"+xy'—y=xlnx e. Y +4y=cosr+zx f. " +3y) —dy=12
g. zy” +2y +ay =0 (utiliser un changement de fonction)
h. 4zy” +2y'+y =0 (il y a deux solutions inverses 1'une de 1'autre.)

2x Y
. Vi !
1. ¥y + Y+
14227 (1+2°)?

=0 (poser t =arctgz) j. z2(1—2z)y" —a(l+ )y +y=0

k. y" —(1+42%)y =0 (indication : chercher une solution sous la forme ¢*)

3. Intégrer 1'équation différentielle z(z + 1)y’ +y = arctan z , puis traiter les problémes de raccords.

T

4. a. Chercher les fonctions continues fsur R vérifiant : Vz € R, f(z) = ftf(t)dt :
0

b. Chercher les fonctions f dérivables sur R telles que Yz € R, f'(z) = f(1—z).

5. On considere 1'équation différenticlle (non linéaire !) (E): zy’ + (z + 1)y —2°y?> =0, dont on cherche les
solutions sur des intervalles [ inclus dans Ri . On admettra que de telles solutions (mise a part la fonction nulle !)

ne s'annulent pas sur L.
a. En observant bien 1'équation étudiée, poser une fonction auxiliaire z pour laquelle 1'équation différentielle
obtenue est linéaire.

b. Intégrer 1'équation différentielle (E). Possede-t-elle des solutions sur ]Rii autres que la fonction nulle ?

6. fdésigne une fonction de classe ¢! de R dans R, telle que f+ f” > 0. Prouver que pour tout réel z, on a
f(@)+ f(z+m) >0 (poser g = f+ f" et intégrer formellement cette équation différentielle, c'est & dire exprimer f

en fonction de g).

+00

7. Résoudre 1'équation différentielle y” +y = Z
n=1 N

CosnNT
2
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8. On envisage deux solutions u et v linéairement indépendantes de I'équation différentielle (E): y” +qy =0 ou

g est une fonction continue de I dans R ([ intervalle de R).
a. Prouver que la fonction wv’ —u'v est constante non nulle.
b. Soit a un zéro de la fonction u. Prouver que v(a) = 0.
c. Soient a et b deux zéros de la fonction « avec a < b. Prouver que la fonction v s’annule entre a et b (on

supposera que tel n’est pas le cas et on étudiera les variations de la fonction u/ v sur [a,b].

9. On donne une fonction fcontinue de R™ dans R.
a. Prouver que l'application P+ P + P” est un isomorphisme de R[X] dans lui-méme.

b. Que peut-on en déduire concernant 1'équation différentielle (E f) cy” +y = f dans le cas particulier ou f

est une fonction polynoéme ?
c. Sous quelle forme la méthode de variations des constantes donne-t-elle les solutions de (Ey) ?

d. En déduire que la solution générale de (Ey) s'écrit :

y(x):fsin(x—t)f(t)dt—i—acosx—i—bsinm (a,b eR).
0

10. Soit K une solution sur R de I'équation différentielle (£) : zy" +y' +y=0. Le but de ce qui suit est de

prouver que K s’annule une infinité de fois sur Ri , et ce en utilisant le seul fait que K est solution de (F).

On suppose provisoirement qu'’il existe ¢ > 0 tel que pour tout = > ¢, on ait K(z)>0.
a. Calculer en fonction de K'? la dérivée sur Ri de la fonction z > 2K'*(z)+ K*(z).
En déduire l'existence d'une constante M telle que pour tout z > ¢, on ait zK'%(z)+ K2(z) < M .

b. Montrer que la fonction qui & 7 associe zK'(z) est décroissante sur [c,+od| .

. Soit xy > c. Pour z >, on pose D(z) = K(z)— 19K '(z5)Inz.

[¢]

Quel est le signe de D’(z) ? Peut-on avoir K'(zy) <0 ? Qu'en conclure ?

d. Montrer que K admet en +oco une limite a strictement positive.

. Montrer qu’il existe z; > ¢ tel que pour tout z > z;, on ait K”"(z) < —21.
x

o

f. En déduire une impossibilité, puis que K s’annule une infinité de fois sur R .

11. Soit w la solution sur R de équation différentielle y” + 2y = 0 vérifiant w(0)=1 et wW'(0)=0.

a. Prouver que w est développable en série entiere sur R.
On fixe un entier n supérieur ou égal a 1, et on étudie sur l'intervalle I, = [2nm,(2n 4 1)n] la fonction & suivante :

Vz € l,, 8z)=w(z)sine —w(z)cosz .
b. Exprimer simplement la dérivée de o, et dresser son tableau de variations sur l'intervalle I, en
supposant, par exemple, que 'on a w(z) > 0 pour tout zde I,,.

c. Conclure a une impossibilité. Qu’a-t-on prouvé ?

12*.So0it ¢: R"™ — R une fonction continue vérifiant ¥z € R, ¢(z) >1. On note f la solution de 1’équation

différentielle y” — gy = 0 vérifiant f(0) =1 et f'(0) =0. Prouver que Yz € R, f(z) >chz.

13. Soit A: I — M (R) une fonction continue. On suppose que les matrices A(t) sont co-diagonalisables.

Justifier que le systéme différentiel X’ = AX peut (au moins virtuellement) étre intégré.
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