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Introduction

L'épreuve orale de mathématiques des CCP, fiNéPe se déroule de la maniére suivante :
- 25mn de préparation sur table.
- 25mn de passage a l'oral.

Chaque sujet proposé est constitué de deux egrsrcic
- un exercice sur 8 points issu de la banqueiguiblaccessible sur le site http://ccp.scei-coreéur
- un exercice sur 12 points.

Les deux exercices proposés portent sur des demdifférents.

Ce document contient les 112 exercices de la lmapqur la session 2015 :
- 58 exercices d'analyse (exercice 1 a exercdje 5
- 37 exercices d'algébre (exercice 59 a exel@e
- 18 exercices de probabilités (exercice 95 acice 112).

L’équipe des examinateurs de I'oral de mathémasigies CCP, filiere MP.
Contact : Valérie BELLECAVE, coordonnatrice
des oraux de mathématiques des CCP, filiere MP.
vbellecave@gmail.com

Lien
Vous trouverez le document pdf regroupant les éf®e ces exercices ainsi que leur corrigé sutdels la MP de
Valence http:/f-dupre-mp.wifeo.com@a la page Exercices.
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BANQUE ANALYSE

Exercice 1.
a. On considére deux suites numériques) et (v,) telles que(v,) est non nulle a partir d'un certain rang et

u, ~ V. Prouver quay, et v, sont de méme signe a partir d'un certain rang.

b. Déterminer le signe, au voisinage de l'infini, uje= shE - sini :
n n

Exercice 2.

3x+7

(x+1)?

a. Décomposef en éléments simples.

b. En déduire quéest développable en série entiére sur un interdalla formel -r,r[ (r >0).

Déterminer ce développement en série entierfeetipréciser son domaine de validité.
c. Soit Zanxn une série entiére de rayon de convergeRece0 et de sommeg(X) . Exprimer pour tout entigu le

On posef (x) =

coefficienta,, en fonction deg(p) (0).
En déduire le développement limitéfcel'ordre 3 au voisinage de 0.

Exercice 3.
On poseg(x) = e®* et h(x -1
1+x

a. Calculer, pour tout entidg; les dérivées d'orditedes fonctiong eth sur leur ensemble de définition.
2X

b. On posef(x) :16—. En utilisant la formule de Leibniz, concernandixivéen-iéme d'un produit de fonctions,
+X

déterminer, pour tout entier natureét tout réelx # -1, la valeur def (”)(x).
c. Démontrer, dans le cas général, la formule de lieibtilisée a la question précédente.

Exercice 4.
a. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
b. Soit f :[a, b - R et xy;0]a K. On supposé continue surfa, b] et dérivable sufa, b] sauf peut-étre e, .

Démontrer que sif' admet une limite erx,, alorsf est dérivable erx; et f'(xy) = lim (X .
X=X
c. Prouver que l'implicationf dérivable enxy)= ( f' posséde une limite er,) est fausseirfdication: on pourra

considérer la fonction définie pdr(x) = xzsinE si x#0 et f(0)=0).
X

Exercice 5.

On considére la série de terme génégak oun=2etaldR.

n(in )@
a. Casa <0 : en utilisant une minoration simple dg, démontrer que la série diverge.
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b. Casa >0 : en utilisant la fonctionf (x) = ;, étudier la série.
x(In x)®

1

(e- (1+£)”) @

c. Etudier la série de terme générgl= % .
(In(n“ +n))

Exercice 6.
Soit (u,) une suite de réels strictement positifsa eh réel élément dg,1] .

a. Démontrer que st 3 alors la serleZun converge i(idication : majorer, poun assez grandy,, par le

u
n
terme général d'une série géométrique).

= Nt
b. Quelle est la nature de la se@—n ?
n

Exercice 7.
a. Soient (u,) et (v,) deux suites de réels positifs. On suppose 4% est non nulle a partir d'un certain rang, et

que uy, ~ Vv,. Montrer que les sérieE u, et Zvn sont de méme nature.
. -1
(i-1)sin=

- n
(\/n3+1—1)lnn

b. Etudier la sériez , 1 désignant le complexe de carré égalla

Exercice 8.
a. Soit (u,) une suite de réels positive, décroissante, etirdiéel nulle. Démontrer que la sériE(—l)”un est

convergente, et donner une majoration de la vadbaplue de son reste d'ordrdindication: on pourra raisonner sur les

suites des sommes partielles d'ordres pairs etiig)pa

e—nx

N .

b. On pose, pour tout entiernon nul et tout réed : f,(x) = (-)"

Etudier la convergence simple sRrde la série de fonctioni f, , puis sa convergence uniforme R

Exercice 9.
a. Soit X un ensemble(g,,) une suite de fonctions dedansC, etg une fonction deX dansC . Donner la défini-

tion de la convergence uniforme stde la suite de fonctiongy,,) versg.

—nx2

b. On posefn(x):ize cos{/nx..
n+1

Etudier la convergence simple de la suite deetfons (f,). La convergence est-elle uniforme SRr", sur
[a +oof (a>0), sur]0,+oo[ ?

Exercice 10.
ne* + xe *

o = (x4
n posef,(x) = (x° +1) Ty
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a. Démontrer que la suitéf,,) converge uniformément s{0,1].

1
b. Déterminerlimj f(t)dt .
noo
0

Exercice 11.
a. Soit X un ensemble, etf,) une suite de fonctions dedansC convergeant simplement sMrvers une certaine

fonctionf. On suppose l'existence d'une suitg) d'éléments d&X telle que la suite f,,(x,) — f(x,)) ne tende pas vers 0.
Prouver que la convergence (Ig,) versf n'est pas uniforme.
sin(nx)

1+ n2x2

b. Pour toutx de R, on pose f,(x) = . Etudier la convergence simple de la suifg), sa convergence

uniforme sur]a, +«[ (a>0) puis sur]0, +oo] .

Exercice 12.
a. Soit (f,) une suite de fonctions de, b] dansR convergeant uniformément vers une foncfio®n suppose que

les f,, sont continues eny O[a B . Prouver qué est continue erx, .

b. On poselx0[0,1], g, (X)= X'. La suite(g,) est-elle uniformément convergente §oy1] ?

Exercice 13.
a. Soit X un ensemble, efg,,) une suite de fonctions @ dansC convergeant uniformément vers une certaine

fonctiong. On suppose que chaque fonctign est bornée. Prouver quesst bornée.
b. Pour tout entier non nui, on définit une fonctionf,, sur R par f,(x) = n’x si X s1 et f,(x) =1 sinon. Etu-
n X

dier la convergence simple et la convergence undode la suite f;,) .

Exercice 14.
a. Soit (f,) une suite de fonctions numériques continues susagment[a,b] de R. Démontrer que sif,))
b b
converge uniformément siia, b] versf, alors la suite(j f,(t)dt) converge ver%‘ f(t)dt.
a a
b. Justifier comment ce résultat peut étre utilisésdarcas des séries de fonctions.
]7/2 +o00 +o00

c. Démontrer quej (Z x™) dx :z

1
o
o0 n=0 nzln2

Exercice 15.
a. Soit z f, une série de fonctions définies sur un enseXbdevaleurs dan<C . Rappeler les définitions de la

convergence normale et de la convergence unifoeria gérie de fonctioni fn-
b. Prouver que la convergence normale entraine laszgewnce uniforme.
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2
- n : . .
c. Lasérie E —|zn est-elle uniformément convergente sur le disqumadale centre 0 et de rayd>0 ?
n!

Exercice 16.
On considére la série de 1‘0nctior§un ou OnON* Ox0[0,1], w,(% :In(1+§)—l(. En cas de convergence, sa
n" n

somme sera notée
a. Prouver ques est définie et dérivable s{@,1].

b. CalculerS'(1).

Exercice 17.
a. SoitAune partie deC et (f,) une suite de fonctions dedansC . Prouver l'implication :

la série de fonction{ f, converge uniformément> la suite de fonction§f,) converge uniformément vers 0.

b. On pose, poumON* et x=0, f,(x)= nxze_Xﬁ. Prouver quez f, converge simplement SUR™. Cette
convergence est-elle uniforme ?

Exercice 18.
n
On pose, pounON* et xOR, u,(X) = (—1)”X—.
n

a. Etudier le domain® de convergence simple de la série de fonct@nusxn .

b. Etudier la convergence normale, puis la convergeniferme de cette série de fonctions Bur
c. La sommeSde cette série de fonctions est-elle continuedsr

Exercice 19.

1
a. Prouver que pour tout entiey la fonctiont > t" Int est intégrable sujo,1] et calculerl :J.tn Intdt .
0

b. En utilisant le développement en série entieréed@dnentielle, prouver que la fonction est intéggasur]0,1] et

1 +00

; -y 1
queje Int ct —Z o
0 n=1

Exercice 20.

a. Donner la définition du rayon de convergence diérée entiére complex{(aﬂzn .

" 12
b. Déterminer le rayon de convergence des sériegesi}e nCt z% 22" et D cosnz".
n)!
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Exercice 21.
a. Donner la définition du rayon de convergence diérée entiére complex{(aﬂzn .

b. Soit (a,) une suite bornée telle que la séE:an diverge. Déterminer le rayon de convergencerz-:tmzn .

c. Déterminer le rayon de convergence de la sériérenE (\/ﬁ)(_l)n In(1+ %) .
n

Exercice 22.
a. Que peut-on dire du rayon de convergence de la sotlendeux séries entiéres ? Le démontrer.
b. Développer en série entiére, en précisant le rdgoconvergence, la fonctioh : X — In(1+ x) + In(1- 2x).

c. La série obtenue converge-t-elle pour% ? X :% ?X= —% ?

Exercice 23.
an+

a|

Prouver que les séries entiéfesa, x" et " (n+1)a,,;X' ontle méme rayon de convergence (iR)té

a. Soit (a,) une suite complexe telle que la suf ) admet une limite.

+o00
b. Démontrer que la fonctios: x— Z g X' estde classé? sur]-R H.
n=0

Exercice 24.
n
. . L o X
a. Déterminer le rayon de convergence de la senenenEm ;onnoteS(X sa somme.
n)!

b. Développer en série entiére la fonctinr> ch x et préciser le rayon de convergence.
c. DéterminerS(X .
d. On consideére la fonctioihdéfinie surR par :

f(0)=1, f(x)=chy/x si x>0, f(X)=cosy—x si x<0.

Démontrer quéest de class€™ surR.

Exercice 25.

a. Montrer que pour tout entiex, la fonctiont est intégrable suR ™.

1+t2 +t"e’t
+o0

b. On poseu, = J.
0

1

—————dt. Déterminerlimu,,.
1+t% +t"et nes

Exercice 26.

+00
a. Pour tout entier non nul, on posel, = j
0

dt

——— . Justifier I'existence dé,.
(@+t?)"
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b. Etudier la monotonie de la suit¢,) et déterminer sa limite.

c. Etudier la convergence de la séde(-1)"1, .

Exercice 27.

e T
Pour tout entier non nul, on posef, (X) =—— etu, :j f(Hdt.
1+n°X 0

a. Etudier la convergence simple de la suite de fonst{ f,,) sur[0,1].
b. Soit a]]0,1[. La suite(f,) converge-t-elle uniformément sfg, 1] ? sur[0,1] ?
c. Trouver la limite de la suitéu,,) .

Exercice 28.
Les deux questions sont indépendantes.

-t
a. Lafonctiont —

est-elle intégrable sye, +oo[ ?
2

t-4

Int

Y1+t

b. Soita un réel strictement positif. La fonctian—

est-elle intégrable suR;, ?

Exercice 29.
On pose [Ox0]0,+eo[ , Ot0]0,+oo[ : f(x,t)=e 't*2,
a. Démontrer quedx[]0,+oo[ , la fonctiont — f(x,t) est intégrable sujo, +oof .
+00
b. On poserl (x) = j f(x, t)dt. Démontrer quelx]0,+co[ , [(x+1)= X (X).
0
c. Prouver que estde class€! sur ]0, +oo[ et exprimerl”’(x) sous forme d'une intégrale.

Exercice 30.
a. Enoncer le théoréme de dérivation sous le sigigiate.
+00
b. Démontrer que la fonctiorf : x> J. et cos(2x )d est de class€’ surR.
0
c. Trouver une équation différentielle linéaire dumier ordre donf est solution, puis intégrer cette équation diffé-
rentielle.

Exercice 31.
a. Déterminer une primitive de — cos* x.

b. Résoudre suRR I'équation différentielley” + y = cos® x en utilisant la méthode de variation des constante
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Exercice 32.
Soit I'équation différentiellex(x-1) y' + 3xy + y= 0.
a. Trouver les solutions de cette équation différdietiégéveloppables en série entiére urr,r[ avecr >0.

b. Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.
c. Est-ce gque toutes les solutions ®x—1) y' +3xy + y= 0 sur ]J0,1 sont les restrictions d'une fonction développa-

ble en série entiere s@ir1,1] ?

Exercice 33.

On posef (x,y) =X (x,y) % (0,0), et £(0,0)= 0.
[2, .2
X4y
a. Prouver qué est continue SUR?.
b. Prouver qué admet des dérivées partielles en tout poinRae
c. festelle de class€' sur R? ?

Exercice 34.
SoitA une partie non vide d'un espace vectoriel ndEmé
a. Rappeler la définition d'un point adhérert,&n termes de voisinages ou de boules.
b. Démontrer que XxO A < xest limite d'une suite convergente de pointé.de
c. Démontrer que gh est un sous-espace vectorielj@lors A en est un aussi.
d. Démontrer que A est convexe, alorg\ l'est aussi.

Exercice 35.
E etF désignent deux espaces vectoriels normés.
a. Soitf une application d& dansF eta un point deE. Prouver que les deux propriétés suivantes sarivagntes :
i. festcontinue en.
ii. Pour toute suitgx,) de points dé& convergeant vera, la suite(f (x,)) converge versf (a) .

b. Soit A une partie dense d& etf et g deux fonctions continues skrtelles que f (x) = g(X) pour toutx deA.
Prouver quef =g .

Exercice 36.
SoientE etF deux R -espaces vectoriels normés.
a. Soitu une application linéaire dedansF. Prouver I'équivalence des trois propriétés suesn
i. uestcontinue SUE.
ii. uestcontinue efg .

ii. TkOR/OX0E W), < K fe.

b. On munit I'espac& des fonctions numériques continues ffyi] de la norme définie pa, (f) = sup | f (t}, et
t10,1]
1
on envisage l'applicatiomde E dansR définie paru( f) :j f(t)dt. Démontrer que est linéaire et continue.

0
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Exercice 37.
SoitE I'espace des fonctions numériques continue$Gsly. On pose, pourdansk :

1
No(f)= sup|f ) et nl(f):j|f(t)|dt.
t70,1] °

Prouver quen,, et ny définissent deux normes d&r
Expliciter une constantetelle quen (f) < kn,( f) pour toutf deE.
Démontrer que tout ouvert pour la normeest ouvert pour la norme,, .

oo op

Démontrer quey, et n,, ne sont pas équivalentes.

Exercice 38.
On noteR[ X] I'espace vectoriel des polyndbmes réels.

n n
a. Pour POE, P=Y g X<, onnoteNy(P) = ' || et N,(P) = max |a|.
k=0 k=0 k=0,...,n

Montrer que I'on définit ainsi deux normes &JiX] .

b. Démontrer que tout ouvert pour la norriNg, est ouvert pour la normi; .

c. Démontrer que les normds,; et N,, ne sont pas équivalentes.

d. On fixe un entiek et I'on noteN; , et N,  les restrictions de\; et de N,, au sous-espack,[X] des polyno-
mes de degré inférieur ou égat.d es normesN; et N, , sont-elles équivalentes ?

Exercice 39.
On notel? I'ensemble des suit€s,,) de réels telles que la sérExrz1 converge.

+00
a. Prouver que poux =(x,) et y=(y,) dansl?, la sériernyn converge. On pose alo(g, y) = Z PARVAR

n=0
b. Démontrer quel2 est un sous-espace vectoriel de I'espace des sigiteéels, et qué, ) définit un produit sca-
laire surl?.
c. On munit1? de ce produit scalaire et de la norme euclidieass®ciée. PoupON et x =(Xx,) dansl?, on pose
o(x) = Xy . Prouver que I'applicatio ainsi définie est linéaire continue.
d. On considére le sous-ensemblales suites réelles presque nulles (c'est-a-ditesna partir d'un certain rang).
DéterminerE ", puis compareF et (FD)D .

Exercice 40.
Soit A une algébre normée de dimension finie dont la eowérifie |u.v|<||u|.|V| pour tousu etv de A. On notee

I'élément unité dé.
a. Soit uD A tel que |u|<1. Prouver que la séri u" converge. Prouver quée-u) est inversible et que
+o00
(e-uyt= >
n=0

n
= u
b. Prouver, pour tout deA, la convergence de la serE—| .
n!
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Exercice 41.
Enoncer quatre théorémes différents ou méthodemgiiemt de prouver qu'une partie d'un espace vectwrmé est

fermée et, pour chacun d'eux, donner un exemplerebd'utilisation dan®R?. Les théorémes utilisés peuvent étre énoncés
oralement a travers les exemples choisis.
Remarques On utilisera au moins une fois des suites ; amrioutiliser une fois au plus le passage au camghéaire ;

ne pas utiliser le fait unz et I'ensemble vide sont des parties a la fois meset fermées.

Exercice 42.
On considére les deux équations différentiellegasues :

(H):2xy -3y=0 ; (E): 2xy—3y:J—>(.
a. Résoudre(H) surR:.
b. Résoudre(E) surR:.

c. L'équation(E) admet-elle des solutions s ?

Exercice 43.
Soit Xy DR On définit une suitgu,) parug = X, et DnON, u,,q = arctang, .

a. Démontrer que la suitéu,) est monotone, et déterminer sa monotonie en famdiil signe dex .
b. Montrer que(u,) converge et déterminer sa limite.
c. Déterminer toutes les fonctions continbede R dansR telles quedxOR, h(X) = h(arctanx).

Exercice 44.
SoientA etB deux parties d'un espace vectoriel noEné
a. Rappeler la définition de I'adhérence d'une pdsikE.

b. Prouver queAd B= A0 B.
c. Montrer queALl B= AD B (Remarque une réponse sans les suites est aussi acceptée).
d. Montrer queAn BO An B, et que cette inclusion peut étre stricte (on grarc =R ).

Exercice 45.
SoitE un espace vectoriel normé,Aetine partie non vide de
a. Rappeler la définition séquentielle de l'adhéredeA.

b. Prouver que sA est convexe, aloré\ est convexe.
On pose, pour towtdeE, da(x) =inf [x- 4.
alA

c. Prouver queda(x) =0= xO A,
d. On suppose quA est fermée et quelx, yO E, OtO0[0,1], dy (tx+ (1- ) y)< tdy (X+ (1= 9 & ( Y. Prouver qued
est convexe.

Exercice 46.
On considére la série de terme génégak cos(ty " + n+ 1).

2

, .. T T 1 . ) , p .
a. Prouver qu'au voisinage deo , on avn©+n+1= nn+5+a—+(9(—2) ou a est un réel que I'on déterminera.
n n

11 Frédéric Dupré, classe de MP du lycée Camille \teMalence



b. En déduire la convergence de la séyial, .
c. Cette convergence est-elle absolue ?

Exercice 47.
Pour chacune des séries entiéres de la varialle stévantes, déterminer son rayon de convergehsa somme sur
I'intervalle ouvert de convergence.

2n
nX
a. >3 e

b. Y a,x" avecay, =4" et ayyy; =5,

Exercice 48.
E= CO([O,l],R) désigne I'espace des fonctions continueg®adf a valeurs dan® . Soitf un élément d& tel que :

1
OnON, jt”f(t)dt:o.
0

a. Enoncer le théoréme de Weierstrass d'approximptiomles fonctions polynomiales.
b. Soit (B,) une suite de polynémes convergeant uniformémerg fvsur [0,1]. Prouver que la suit€R;, f)

converge uniformément verg?.

1 1 1
c. Démontrer que fz(t)dt:IimIPn(t)f(t)dt,et calculer| B, (t) f(t)dt.
noo
0 0 0

d. En déduire quéest la fonction nulle.

Exercice 49.

+o00
Soit Zan une série de complexes supposée absolument cemter@n pose = Z |an| .

n=0
a. Enoncer le théoréme d'intégration terme a termeediérie de fonctions sur un intervadliguelconque.
: ] . t"
On pose, pour tout entiaret tout réel positit : f,, (t) = anl et.
n!

b. Justifier que la suit€a,,) est bornée, et que la série de foncti@sfn converge simplement si&*.

+00
c. Prouver quet — Z f,(t) estcontinue SUR™.
n=0
+00

est intégrable suR* et calculerj g, (t)dt. En dé-
0

d. Justifier que pour tout entier, la fonction g, : t— thet

+o00

duire la convergence et la valeur (je| f()|dt .

0
0 (" +o0 n +00
At -ty
e. Prouverquej[z n-e Jd—Zan.
o \n=0 "~ n=0
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Exercice 50.
+00 —2t

On consideére la fonctiof : x+— Ie—ﬂdt.
X
0

a. Prouver qud- est définie et continue sii;, .
b. Prouver quex— xF(X admet une limite ero et la déterminer.
c. Donner un équivalent de(x) au voisinage derw .

Exercice 51.

(2n)!
(nH22%"(2n+1)
On se propose de calculer la somme de cette série.

a. Montrer que la séri§) est convergente.

b. Donner le développement en série entiéret de

(on exprimera les coefficients avec des fact@®llet

1
V1-t
préciser son rayon de convergence.
c. En déduire le développement en série entiérardsinx.

+00
d. CaIcuIerZ%.
n=0 (N)“2™(2n+1)

Exercice 52.

4
y :
—_ ,¥)# (0,0
Soit o OR . On considére 'applicatidrdéfinie surR? par f(x, y) =1 x2 + y? = Xy sExy)# ( ).

a si (x,y)=(0,0)
a. Prouver quedx, yOR, ¥ + yz—xyzé(>?+ )?).

b. Quel est le domaine de définition i@ Déterminera pour quef soit continue SuR?.
c. Dans cette question, on suppose que0.

Justifier I'existence d%f— et deg—f sur R?-{(0,0} et les calculer.
X y

Justifier I'existence d%f— (0,0) et deg—f(0,0) et donner leurs valeurs.
X y

d. fest-elle de class€* sur R? ?

Exercice 53.
X
1+n*x*
a. Prouver que la série de fonctioE f, converge simplement sl . Sa somme est désormais notge) .

On considére, pour tout entier non nula fonction f,, définie surR par f,(x) =

b. Soienta etb deux réels vérifianD<a<b. La série de fonction§: f, converge-t-elle normalement sia, b ?
sur [a, +oof ? sur[0,+oo[ ?

c. Prouver qud est continue suR* .
d. Déterminer la limite déen +o .
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Exercice 54.
SoitE I'ensemble des suites réelles convergeant vers 0.
a. Prouver quéE est un sous-espace vectoriel de I'espace des séities.

On pose, pout = (u,) 0 E, ||ul| = sup|u,| .
nCON
b. Prouver que|.| est une norme si.

- u -
c. Prouver que pour toutdeE, la seneZﬁ converge. On notd (u) la somme de cette série.
2

d. Prouver que l'application — f(u) est continue SUE.

Exercice 55.
Soita un nombre complexe. On ndid'ensemble des suitgs,,) de complexes telles que :

On=0, Uyyo = 2aly1 + 4(ia— Dy,.
a. Prouver queE est un sous-espace vectoriel de I'espace des soitgplexes. Donner, en la justifiant, la dimension

deE.
b. On considére dans cette question la suit& delle queuy =y =1. Exprimer, pour tout entier, la valeur deu,

en fonction den (indication: discuter suivant les valeurs de

Exercice 56.

XZ
On consideére la fonctiod définie sur]l, +eo[ par H(x) = Id_tt
n
X

a. Montrer queH est de class€® sur L, +oo[ et calculer sa dérivée.

b. Montrer que la fonction définie surll, +co[ par u(x) :li——ll possede une limite finie en 1.
nx x-

c. En utilisant cette fonction, déterminer la limite del en1”.

Exercice 57.

a. Soit f une fonction deR? dansR. Donner, avec des guantificateurs, la définitienlal continuité dé au point
(0,0).

b. Donner la définition def'est différentiable ert0, 0)".

2_\2
On considere la fonction définie pai(x, y) = xy"5— si (x, y)# (0,0), £(0,0)= .
X“+y
c. Prouver qué est continue SUR?.
d. Prouver qud est de class€! surR?.

Exercice 58.
a. SoientE etF deux espaces vectoriels normés de dimension finiee application d& dansF eta un élément de
E. Donner la définition def'est différentiable ea".
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n
Soit (@,...,§) une base d&. On pose, poux=>Y %e O E, || = max|%|. De méme, pourx,y)d Ex E, on
i1 i=L.n
pose||(x, y)| = max({X_, ||, )- On rappelle que les applications ainsi définiéfintssent des normes shret sur Ex E.
Soit B: Ex E - R une forme bilinéaire.
b. Prouver l'existence d'une constante ré@ltelle que(x, y) D Ex E [ B(x y< ¢ k | I, -

c. Montrer queB est différentiable SUEx E et donner sa différentielle en un poig, vy) de EXE.
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BANQUE ALGEBRE

Exercice 59.
Soit E I'espace vectoriel des polynémes a coefficients d& (K =R ou C ) de degré inférieur ou égal@IN* . Soit

f 'endomorphisme dE défini par f (P)=P-P .
a. Prouver qué est bijectif de deux maniéres : en utilisant urarive def, puis sans matrice.
b. Soit QU E. TrouverP tel que f (P) = Q (indication: si PO E, que vautp("d 7.
c. fest-il diagonalisable ?

Exercice 60.
12
Soit la matriceA= {2 4} etf 'endomorphisme de\Vi,(R) défini par f(M) = AM .

Déterminer une base deer f .

f est-il surjectif ?

Déterminer une base dm f .
A-ton My(R)=kerf OImf ?

o oo p

Exercice 61.
Pour A=[a j10M(O), on posdA|= sup |g|.
I<i,j<n

a. Prouver qug|.| est une norme sutt,(C).
b. Prouver que pour toutes matrick®tB de M, (C), on a|AB|< n| A | B, puis que pour tout entiep=1, on a

e

) o AP
c. Demontrer que pour todtde M, (C), la serleZ—I est absolument convergente. Est-elle convergente ?
p!

Exercice 62.
SoitE un espace vectoriel s ou C, etf un endomorphismes detel que f 2t -2ldg =0.

a. Prouver qué est bijectif et exprimerf L en fonction dé.
b. Démontrer queE = ker(f + Idg )0 ker(f — 2dg ):

i. en utilisant le lemme des noyaux ;
ii. sans lemme des noyaux.
c. On suppose dans cette question fust de dimension finie. Prouver alors du¥ f +1dg) =ker(f — 2dg).

Exercice 63.
Soitn un entier plus grand que 1, &t la matrice deM, (R) suivante :
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-1 2 -1
A=l 0 -1 0
Do 2 -1
0 - 0 -1 2

a. On noteD,, le déterminant de la matric&,. Prouver que pour tout=1, on aDp,, = 2D,,; — D,,.

b. CalculerDD,.
c. Prouver que la matricé), est diagonalisable. O en est-il valeur propre ?

Exercice 64.
Soitf un endomorphisme d'un espace de dimensionHinie

a. ProuverqueE=Im f Okerf = Imf =1Im f2.
b. Prouver quelim f =Im f2 < Kerf = kerf 2.

c. Prouver quelm f =mf2=E=ImfOkerf.

Exercice 65.
Soitu un endomorphisme d'uk -espace vectoridt.

a. Prouver quedP,QOK[X], (PQ(Y= R Yo @ .
b. Prouver quedP,QOK[X], RYo @ 0= Q@ do P L.
c. Prouver quel est un polyndme annulateur de= (PQ est un polynéme annulateur de

-1 -2
d. Soit A—{ } Déterminer le polynbme caractéristique de et en déduire que le polyndme

P=X%+2X3+ X?-4X estun polyndme annulateur Ae

Exercice 66.
On fixe un entierp= 2, et I'on considére la relation d'équivalence défsur Z par xRy = OkOZ, x— y= kp. On

note Z/ pZ I'ensemble des classes d'équivalence pour cédtoreR .

a. Quelle est la classe d'équivalence de 0 ? Qudlieede dep ?
b. Donner soigneusement la définition de l'additiodetla multiplication deZ/ pZ ; on justifiera que ces défini-

tions sont cohérentes.
c. On admet queéZ/ pZ muni de ces opérations est un anneau. MontrerZjugZ est un corps si et seulemenpsi

est premier.

Exercice 67.
0 a c

Soit la matriceM =|b 0 c| ola, b etc sont des réels.
b -a 0

M est-elle diagonalisable davsiz(R) ? M est-elle diagonalisable daustz(C) ?
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Exercice 68.

1 -1 1
Soit la matriceA=|-1 1 -1j.
1 -1 1
a. Démontrer qué\ est diagonalisable de quatre maniéres différentes
i. sans calcul;

ii. en calculant directemermtet(Al; — A) et en déterminant les sous-espaces propres ;
iii. en utilisant le rang dA ;
iv. en calculantA?.

b. On suppose quA est la matrice d'un endomorphismel'un espace euclidieg dans une base orthonormée.
Expliciter une base orthonormée Eelans laquelle la matrice desst diagonale.

Exercice 69.
0 a1l
On considére la matricA={a 0 1| ouaestun réel.
alao oo

a. Déterminer le rang da.
b. Pour quelles valeurs dela matriceA est-elle diagonalisable ?

Exercice 70.
0 01
On considéere la matrice d&(C) : A=|1 0 O0].
010

a. Déterminer les valeurs propres et les vecteursrpsogeA. A est-elle diagonalisable ?
b. Soienta, b, c trois complexes eB = al; + bA+ cA . Déduire de la questiam les éléments propres e

Exercice 71.
Soit p la projection vectorielle dR® sur le planP d'équationx+ y+ z=0 parallelement a la droit® d'équation

z

x= % ==
a. Vérifier que R®=POD.
b. Soitu=(xYy, 2 ORS. Déterminerp(u) et donner la matrice gedans la base canonique &e .
c. Déterminer une base d&® dans laguelle la matrice geest diagonale.

Exercice 72.

Soitf un endomorphisme d'un espace vectdgiele dimensiom. On suppose qu'il existe une basg...,,) deE et
un vecteuv tels quef(g) = f(g)=...= f(g)= \

a. Donner le rang dé
b. fest-il diagonalisable ? (discuter suivant le vect.
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Exercice 73.

. 2 1
Soit A= .
4 -1

a. Déterminer les valeurs propres et les vecteursrpsogeA.

. . _ 3 0 L . .
b. Quelles sont les matrices qui commutent avec Immaﬁo 2} ? En déduire que I'ensemble des matrices qui

commutent aveé estvect(, ,A).

Exercice 74.
1 0 2
On considére la matricd={0 1 O0].
2 01

a. Justifier sans calcul gueest diagonalisable.
b. Déterminer les valeurs propresA@uis une base de vecteurs propres associés.

X =x+2z
c. On considere le systéeme différentiey’' = y oux, y etz désignent trois fonctions dérivables de la vaeabl
Z=2x+z

En utilisant la questioa. et en le justifiant, résoudre ce systéme difféetnt

Exercice 75.

_l —_
On consideére la matrice\:{ 1 3} .

a. Démontrer quéA n'est pas diagonalisable.
b. On notef I'endomorphisme d®R? canoniquement associéAa Trouver une baséy,v,) de R? dans laquelle la

) a b . .
matrice dd est de la form%O } ; on explicitera les réekbs b etc.
c

=-Xx—4y

Xl
c. En déduire la résolution du systeme diﬁéren{ie,l
y = x+3y

Exercice 76.
Soit E un R -espace vectoriel muni d'un produit scalaire nof¢. Pourx dansE, on note|x| =/(x X) .

a. Enoncer et prouver l'inégalité de Cauchy-Schwatadigr le cas d'égalité.
b. SoitE I'ensemble des fonctions numériques continuegastt telles queldxO[a B, f( X >0. Pourf dansE, on

b b
pose P(f) :I f(t)thJ.%dt. Déterminer}r&le P(f).
a a

Exercice 77.
SoitE un espace euclidien.

a. SoitA un sous-espace vectoriel BeProuver que(AE')D =A.

b. SoientF etG deux sous-espaces vectorielEd®rouver qug F +G.)D =F9nG" et que(F n G)D =FY+G".
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Exercice 78.
SoitE un espace euclidien de produit scalaire ratg. Pourx dansE, on note| =J(x % .
a. Soit u un endomorphisme dE tel que, pour touk de E, |u(x)|=|/%|. Prouver queu est bijectif et que
(u(x),u(y)) =(x% Yy pour toutx et touty deE.
b. Démontrer que I'ensembl@(E) des isométries d&, muni de la loio, est un groupe.

c. SoituOL(E) et(g,...,&) une base orthonormée BeProuver queuJO(E) = (u(8§),..., U §)) est une base
orthonormée d&.

Exercice 79.
b

a. Soith une fonction continue positive s[a, b] . Prouver quejh(t)dt =0=h=0.
a
b. Soit E I'espace des fonctions continues [@deb] dansR. Prouver que l'on définit un produit scalaire Euen

b
posant(f,Qg) :I f(t)g(t)dt.

1
c. Majorer Iﬁe‘td grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Exercice 80.
SoitE I'espace des fonctions continue2at-périodiques deR dansRR.
21
a. Prouver que I'on définit un produit scalaire Ewen posan{f,g) :Zi I f(t)g(t)dt.
I
0

b. SoitF le sous-espace vectoriel engendré par les forsctfonx — cosx et g : x+ cos 2x. Déterminer le projeté

orthogonal suF de la fonctionu : x+— sin? x.

Exercice 81.
PourA etB dans M,(R), on posed(A, B) = tr( AB). On admet que I'on définit ainsi un produit saalaiur M, (R) .

b
On pose par ailleur€ = {{ Z } a, b R} .
-b a

a. Justifier queC est un sous-espace vectoriel.8ié (R) .

b. DéterminerC" .
. . I 11 0
c. Déterminer la projection orthogonale de= 11 surC-.

d. Calculer la distance deaC.

Exercice 82.
Soit E un espace préhilbertien, Etun sous-espace vectoriel Bede dimension finien>0. On admet que pour tout

deE, il existe un élément uniqug, deF tel quex -y, soit orthogonal &. La distance d& aF vaut alors|x— yg| .
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b o
PourA:E1 d} et A :E } dans M, (R), on posed(A, A) = ad + bbb+ ct+ dd.

U dr

a. Prouver quep définit un produit scalaire sukt(R) .

b. Calculer la distance de la matrltze:{ 2} au sous-espace vectorietles matrices triangulaires supérieures.

Exercice 83.
Soientu etv deux endomorphismes d'un espace vectétiel
a. Soit A un scalaire non nul. Prouver queisiest valeur propre deo v, alors\ est valeur propre deo u.
X

b. On considére surR[X] les endomorphismesu : P»—>IP(t)dt et v: P— P . Déterminer ker(vou) et

1
ker (uov). Le résultat de la questi@n subsiste-t-il pouiA =0 ?

c. SiE est de dimension finie, prouver que le résultatadguestiora. reste vrai pourA =0 (indication: penser a
utiliser le déterminant).

Exercice 84.
a. Donner la définition d'un argument d'un nombre claxg non nul (on ne demande ni l'interprétationngétique,
ni la preuve de I'existence d'un tel nombre).

b. Soit nON*. Donner, en justifiant, les solutions dafisde I'équationz” =1 et préciser leur nombre.

c. En déduire, pounN*, les solutions dan§ de I'équation(z+i)" =(z-i)" et montrer que ce sont des nombres
réels.

Exercice 85.
a. Soient nON*, POR,[X], et aldR. Donner sans démonstration la décomposition Pdesur la base

WX -a,(X=af ... (X- ).
b. Soit r ON*. En déduire que est racine d® de multiplicitér si et seulement d°(a) = P(g =...= Iir—l)( 3=0
et P (a) 0.

c. Déterminer deux réeks etb pour que 1 soit racine double de= X+ ax? + bX et factoriser alors ce polynédme
dansR[X] .

Exercice 86.
Soitp un nombre premier.
a. Soienta, betc trois entiers tels quac= b c=1. Prouver qugab) dc=1.
b. Prouver que pour tout entié{[1, p—1] , p divise (E]k! puisp divise { Ej .

c. Prouver (par récurrence) que pour tout entjen® = n[ g . En déduire que @i ne divise pas, nPtl=1 [p].

Exercice 87.
Soientay, &,..., 8, Nn+1 réels deux a deux distincts.
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a. Prouver que shy,by,..., B, sontn+1 réels, alors il existe un unique polynomele degreé inférieur ou egahéel
que P(g) =k pour touti de [0,n].
b. Expliciter ce polyndmé, que l'on noterd,, , quandb, =1 eth =0siiZk.

n
c. Prouver qued pa[o,n], > af L, = XP.
k=0

Exercice 88.
a. SoitE un K -espace vectorielK =R ou C). SoitullL(E) et POK[X]. Prouver que g? annuleu, toute va-

leur propre dei est racine de.
b. Pour n=2, on désigne pdE I'espace M, (R). SoitA la matrice deE dont tous les termes sont égaux a 1, sauf

ceux de la diagonale qui sont nuls. On pose plauad, pourM OE, u(M) =M +tr(M)A.

Prouver que le polynémi 2 _2X +1 est annulateur de
U est-il diagonalisable ? (on donnera deux justiices, dont une reposant sur la questgn

Exercice 89.
2im
Soit n0ON, n=2,etz=en .

a. On suppose& D[[l, n—1]]. Déterminer le module et un argumentzj‘e—l.

n-1
b. On poseS= Z| pa —]1 . Montrer queS =
k=0

i
tan—
2n
Exercice 90.
K désigne le corps des réels ou des complexes. Spieet c trois éléments distincts dE .
K,[X] - K3

a. Montrer que l'applicationp : { est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

P (P(a), A(b, R 9)

b. On note(g, &, &) la base canonique d&® et L = dJ_l(q() . Justifier que(Ly,L,,L3) est une base d&,[ X]
et exprimer les polynémels, en fonction de, b etc.

c. Soit POK,[ X] . Exprimer les coordonnées Hesur la basgly,L,,L3).

d. Application: soient les pointsA(0,1), B(1,3),C (2,1 de R? . Déterminer une fonction polyndmiale de degré @tdo
la courbe passe par ces trois points.

Exercice 91.
0 2 -1
On considére la matricd=| -1 3 -1/OM;R).
-1 2 O

Montrer queA n'admet qu'une seule valeur propre que I'on déterm
La matriceA est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
Déterminer, en justifiant, le polyndme minimal Ale

Soit nON. Déterminer le reste de la division euclidienneX& par (X —1)2 . En déduireA".

o oop
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Exercice 92.
PourA etB dans M, (R) , on pose(A, B) = tr(* AB).
a. Prouver que I'on définit ainsi un produit scalaive M, (R).
b. On note S,, I'espace des matrices symétriqgues/ Mg (R), A, celui des matrices antisymétriques. Montrer que

M,y (R) =8, 0 A, et queS,” = A,.

c. SoitF I'espace des matrices diagonales. Détermier

Exercice 93.
SoitE un R -espace vectoriel de dimension fime> 0, et u0 L(E) vérifiant u +u
a. Montrer queE =keru Imu.
b. Enoncer le lemme des noyaux. En déduire e = ker(u2 +u+ ldg).
c. On suppose non bijectif. Déterminer les valeurs propresude

2+u=0.

Exercice 94.
a. Enoncer le théoréme de Bézout ddhs
b. Soienta etb deux entiers premiers entre eux. Soii N . Prouver que :
adivisec etb divisec = abdivisec.
X=6[17]
X =4 [15]
d. Déduire des questions précédentegesles solutions deS.

c. On considére le system§) ( { d'inconnuex0Z . Déterminer une solution particuliésg de ©).
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BANQUE PROBABILITES

Exercice 95.
Une urne contient deux boules blanches et huitdsoubires.
a. Un joueur tire successivement, avec remise, cingelsodans cette urne. Pour chaque boule blande tirgagne
2 points, pour chaque noire tirée il perd 3 poifts.noteX le nombre de boules blanches tirééde nombre de points mar-
gués au cours de la partie. Déterminer la loip&eance et la variance et deY.
b. Dans cette question, les tirages sont supposésfégmués sans remise. Donner les loiXdx deY.

Exercice 96.
K) -
On admet dans cet exercice que pour UN*, la série Z[ Jxk 9 converge pour touk]-1,1] et sa somme
k=q aq
vaut ;ﬂ .
@-x"

Soient p]0,1] et r ON*. On dépose une bactérie dans une enceinte feriéstantt = 0. On envoie un rayon laser

par seconde dans cette enceinte, le premier ragmh énvoyé a l'instartt=1. La bactérie a la probabilig d'étre touchée
par le rayon laser. Les tirs de laser sont indépetsd La bactérie ne meurt que quand elle a éthéau fois par le rayon.
Soit X la variable aléatoire égale a la durée de viedmttérie.

a. Déterminer la loi d&.

b. Prouver queX admet une espérance et la calculer.

Exercice 97.
Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire & valeurs dab¥ dont la loi est donnée par

. 1 i+k
+k)(%)!
(i )(2)
ejk!
a. Déterminer les lois marginales deet deY. X etY sont-elles indépendantes ?
b. Prouver queE(2X+Y) existe et la calculer.

P(X=j,Y=K=

Exercice 98.

Une secrétaire effectue, une premiere fois, un lagiEphonique vers correspondants distincts. On admet quenles
appels constituemt expériences indépendantes et que, pour chaqué Eppmbabilité d'obtenir le correspondant appeié
p0]0,1 . SoitX la variable aléatoire donnant le nombre de cornesaots obtenus.

a. Donner la loi deX (justifier).

b. La secrétaire appelle une seconde fois, dans leseméonditions, chacun des- X correspondants qu'elle n'a
pas obtenus lors du premier appel. On nole variable aléatoire donnant le nombre de comadants joints lors de ce se-
cond appel.

i. SoitiO[0,n]. Déterminer, pouk ON, P(Y =K X= ).
ii. Prouver queZ = X+Y suit une loi binomiale dont on déterminera le pa&tie {ndication: on pourra

) . o n-i\/n k)(n
utiliser, sans la prouver, l'identité suwan(ek: J[ j = [ J[kj )-
—iJUi I

iii. Déterminer l'espérance et la variance&Zde
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Exercice 99.
a. Rappeler l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
b. Soit (Y,)) une suite de variables aléatoires mutuellemeripaddantes, de méme loi et admettant un moment d'or

n
dre 2. On poses, = z Y - Prouver que pour towt >0, P(
na

k=1

Sh_
- EC)

c. Exemple
On effectue des tirages successifs, avec reutfiigee boule dans une urne contenant 2 boules setge boules

noires. A partir de quel nombre de tirages peutranantir & plus de 95% que la proportion de boudages obtenues restera
comprise entre 0,35 et 0,45iAdjcation: considérer la suit€Y,,) de variables de Bernoulli 0§, mesure l'issue da-ieme

tirage).

Exercice 100.

Soit A J]0, +eo[ . Une variable aléatoire discré{ea valeurs dan8i* , obéit a la loiP(X = n) = #
n(n+1)(n+2)
a. Décomposer en éléments simples la fraction ratilrnﬁel—.
X(X+1)(X+2)
b. CalculerA.
c. Prouver queX admet une espérance et la calculer.

d. X admet-elle une variance ?

Exercice 101. .
Dans une zone désertique, un animal erre entre paints d'ea, B etC. A linstantt =0, il se trouve au poinA.

Quand il a épuisé l'eau du puits ou il se trouvpait avec équiprobabilité rejoindre I'un des daukes points d'eau. L'eau
du puits gu'il vient de quitter se régénére alors.
Soit nON. Pour M = A BouC, on noteM,, I'événement "l'animal est evi aprés som-ieme trajet", et I'on pose

m, = P(My).
a. Exprimer, en justifianta,; en fonction dea,,, b, et c,. Faire de méme pous,,; et ¢4 -
011
b. Soit la matriceA:1 1 0 1). Justifier sans calcul queest diagonalisable. Prouver quel- est valeur propre
2 110 2
de A et déterminer le sous-espace propre associé.rbigmrune matrice inversible et une matrice diagonal® telles que

D=PlAP (le calcul deP™! n'est pas demandé).
c. Comment les résultats de la questiopeuvent-ils étre utilisés pour calculey, b, et ¢, ? (le calcul effectif n'est

pas demandé).

Exercice 102.
Soient NON*, p0]0,1[ et g=1- p. On consider& variables aléatoireXy, X,,..., X, sur un méme espace proba-

bilisé (Q,.A,P), mutuellement indépendantes et de méme loi géauétde parametne
a. Soienti [L,N] et nON*. DéterminerP(X; < n) et P(X; > n).

b. On considére la variable aléatoiYe= min X
I<isN

c. Calculer P(Y > n) pour nON*. En déduireP(Y < n puis P(Y=1n).
d. Reconnaitre la loi d¥. En déduire I'espérance ¥e

25 Frédéric Dupré, classe de MP du lycée Camille \teMalence



Exercice 103.
Les questions. eth. sont indépendantes.
Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé.
a. Soient X; et X, deux variables aléatoires définies ¢, A,P). On supposeX, et X, indépendantes, et qu'el-
les suivent toutes deux une loi de Poisson de ptrasrespectifa; et A, . Déterminer la loi dexX; + X,.
b. SoientX etY deux variables aléatoires s(®,.4,P), Y suivant une loi de Poisson de paramétreOn suppose
que X(Q)=N et que pour tout entiam, la loi conditionnelle deX sachant(Y = m) est une loi binomiale de paramétre
(m, p). Déterminer la loi d&X.

Exercice 104.
On dispose da boules numérotées de h,aet d'une boite formée de trois compartimentstigaas numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément lesboules, qui toutes viennent se loger aléatoiremdans un compartiment. On nofda variable
aléatoire qui, a chaque expérience, décompte ldorode compartiments restés vides.

a. Préciser les valeurs prises par

b. DéterminerP(X =2), puis finir de déterminer la loi d¢

c. CalculerE(X).

d. Déterminer la limite deE(X) quandn tend vers+co . Interpréter ce résultat.

Exercice 105.
On dispose de 100 dés, dont 25 sont pipés. Paguehdé pipé, la probabilité d'obtenir un 6 VHZ.

a. Enoncer la formule de Bayes pour un systéme cordf@leénements.

b. On choisit un dé au hasard parmi les 100, on lapaé et on obtient un 6. Quelle est la probalilité ce dé soit
pipé ?

c. Soit nON*. On choisit au hasard un dé parmi les 100, etnaen fois ce dé. On obtient un 6 a chaque lancer.
Quelle est la probabilitép, que le dé soit pipé ?

d. Déterminer la limite dep, quandn tend vers l'infini, et interpréter ce résultat.

Exercice 106.
X etY sont deux variables aléatoires indépendanteseaingatianaN . Elles suivent la méme loi définie par :

OkON, P(X=K=RY= §= pf,
ou p0]J0,1 et q=1- p. On considére alors les variables aléatodessup (X ,Y ) etV =inf (X, V).
a. Déterminer la loi du coupléJ,V) .

b. Déterminer les lois marginales teet deV.
c. Prouver quaVN =V +1 suit une loi géométrique. En déduire I'espéramcé. d
c. U etV sont-elles indépendantes ?

Exercice 107.
On dispose de deux urnkel etU,. L'urne U; contient deux boules blanches et trois boulesesolr'urneU, contient

quatre boules blanches et trois boules noires.ff@ntee des tirages successifs de la fagon suivamechoisit une urne au
hasard et on tire une boule dans l'urne choisien@e sa couleur et on remet la boule dans I'uomt elle provient. Si la
boule tirée était blanche, le prochain tirage &sceié dans l'urnéJ;. Dans le cas contraire, le tirage suivant sedaits

l'urne U, . Pour toutn ON*, on note p,, la probabilité de I'événement "la boule tiréendame tirage est blanche".
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Calculer p;. Prouver quednON*, p,q = —335 [oN +i;, et en déduire la valeur dg,.

Exercice 108.
SoientX etY deux variables aléatoires a valeurs dahsléfinies sur un méme espace probabi(i€.A4,P). On sup-

pose que la loi du coupleX,Y) est donnée paP((X =i)n (Y= })) :2.%.
e j!

Déterminer les lois dX et deY.

Prouver quel+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérahtz variance dX.
Déterminer I'espérance et la variancerde

X etY sont-elles indépendantes ?

CalculerP(X =Y).

(LIS Nl -

Exercice 109.

Soit nON*. Une urne contienm boules blanches numérotées de ri, at deux boules noires numérotées 1 et 2. On
effectue le tirage une a une, sans remise, desttegeboules de I'urne. On notda variable aléatoire donnant le rang d'appa-
rition de la premiére boule blanche Yde rang d'apparition de la premiere boule numératé

Déterminer les lois d¥ et deY.

Exercice 110.
Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé.

a. Soit X une variable aléatoire sy, .4,P) a valeurs dan€N. On considere la série entiéE P(X=nt", de
somme Gy, et I'on noteRy son rayon de convergence. Prouver dye=1, que Gy (1) et Gy (-1) existent, et exprimer

Gy (t) sous forme d'une espérance. Exprimer eRf{iX = k) en fonction deG§<k) 0).

b. Donner le domaine de définition d&y et calculerGy (t) quandX suit une loi de Poisson de paramétre

c. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes(&yr4,P) suivant respectivement des lois de Poisson de
paramétres\ et u. Déterminer, grace aux questions précédentesi telX +Y .

Exercice 111.

KY :
On admet que pour towtON*, la sérieZ( jxk 9 converge pour touk1]-1,1] et sa somme vautl— . Soit

keq\d (L-x)
(Q,A,P) un espace probabilis§1]0,1[, X etY deux variables aléatoires sxira valeurs dan§¥. On suppose la loi du
n n
couple (X,Y) donnée paP((X =i)n (Y= D):Kk][%j pl- p" si k< n O sinor.

a. Veérifier qu'il s'agit bien d'une loi de probabilité
b. Déterminer la loi d¢, vérifier quel+Y suit une loi géométrique et donner I'espérancé. de
c. Déterminer la loi dex.

Exercice 112.
SoitE un ensemble possédangléments. On not@(E) I'ensemble de ses parties.
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a. Déterminer le nombra de coupleg A, B) de parties d& telles queA O B.
b. Déterminer le nombrb de coupleq A, B) de parties d& telles queAn B=0 .
c. Déterminer le nombresde triplets(A, B, C) de parties d& deux a deux disjointes telles qie= AL BO C.
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