XMP 2020-2021 Révisions séries de fonctions

Partie 1
On pose, quand c’est possible pour x réel :
+oo (_ 1)71,71
fa) =3
n=1 TL2 + 5172
1. a. Prouver que la fonction fest définie sur R et qu’elle y est continue.
00 1 “2
b. Déterminer f(0) (on admettra que Z— =—).
2 6
n=1T
c. Déterminer la limite de fen +oo.
2. a. Prouver que fest de classe C' sur R.
b. Déterminer la limite de f’ en +oo.
Partie 2

T
Pour k entier plus grand que 1 et A non entier, on pose w, = fcos(kt) cos(At)dt.
0

n
3. On pose, pour n entier strictement positif et ¢ dans [0,7], C (¢) = Zcos(k:t) . Prouver que :

n

k=1
. 1
sin(n + =)t 1
viefoa] o= 2 1
n . t 2
2sin —
2
4. a. Prouver que Zwk = f(cos()\t)—l)on(t)dt.
k=1 0
b. Rappeler 1'énoncé du lemme de Riemann-Lebesgue.
At)—1
c. En considérant la fonction la fonction ® définie sur |0,n] par ®(t) = %, prouver que la série
sin —
2
Zwk est convergente, et que :
o= 1 sin(A)
Zwk =—|n——|.
k=1 2 A

5. Calculer w, (simplifier I’expression au maximum).
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6. En déduire la formule :

1 +00 ~1 k+1
sin(mA) A il SR
7. On suppose dans cette question que |)\| <1.
a. En utilisant une série géométrique, prouver que :
1 % (1 k+1 +oo }\271,
T4 QAZQ o
sin(mA) A i S —— ol
b. En déduire que :
™ 1 R 2n+1
=—42 o2 + 2N
sin(mA) "z:% W )
+00 (_l)nfl
ou ¢ désigne la fonction dzéta-alternée définie par (s) = Z— .
n=1 n
1
c. Prouver que pour tout s >1, on a ¥(s)=(1- 1)Q(s) .
2°
8. a. Déterminer la limite suivante :
® _1
lim sin(mA) A '
A—0 A

b. Retrouver la valeur de f(0) = {(2) obtenue & la question 1.b..

9. Conjecturer la valeur de f(z) pour certaines valeurs de z, et justifier que cette conjecture est vraie.
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