XMP 2020-2021 Révisions Dérivation-Intégration, corrigé

Partie I

0. Justifier rapidement que l'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant :

Po= [ra.

1
La bilinéarité, la symétrie et la positivité sont évidentes. Reste la définie positivité : si (P|P)= fP2 =0,
0

alors étant positive et continue, la fonction intégrée est nulle. Mais si un polyndome est nul sur [—1,1], il est nul sur

R puisqu’il posséde une infinité de racines.

1. On note L, le polynéme suivant :
dn
dx”

a. Calculer L, L,, L,, donner le degré, la parité et le coefficient dominant de L, .

L

n

(X2 _ 1)71, )

On trouve aisément L, =2X , L, = 12X% —4 et L, = 120X% — 72X .

L4

b. Prouver que —1 et 1 sont racines du polynéme ; (X2 —1)" pour 1<p<n-—1.

—1 et 1 sont racines de multiplicité n du polynome (X2 —1)", ils annulent donc toutes ses dérivées jus-
qu’a Uordre n—1 inclus.

c. Prouver que L a toutes ses racines réelles, simples et dans |—1,1[.
Posons P, = (X2 1" - P (=1)=P (1)=0, donc le théoreme de Rolle nous donne une annulation de

Pn/ (ici, cette annulation est 0 !). Combinée aux annulations de Pn/ que sont —1 et 1, on obtient trois annula-

tions de P,L/ sur [=1,1]. Re-Rolle et on obtient deux annulations de P,L” sur [—=1,1] auzquelles s’ajoutent —1 et 1..

Il est facile de réitérer ce processus jusqu’a obtenir le résultat demandé (je m’offre le luze de ne pas rédiger la
récurrence).

1
d. Prouver, en intégrant par parties, que (Lp|Lq) = prLq =0 pour p=gq.
—1

1

Pl q
(ylty) = [ (7 =)= (0 1)
P q—1 ! 1 p+1 q—1
— (o -y ((XZDQ)} () — 1
dx? dx? 4 71pr dx1?

1 d[l+1

)
p+1 -1
Jodxrt dxe

Lors des intégrations par parties successives, les crochets seront nuls d chaque étape, jusqu'a obtenir :
1

(L,IL,) = (=17 [

-1

dp+q

o X2 1)) (X? —1)0dX .
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St par exemplep < q , le polynome (X2 —1)? qui est de degré 2p ayant été dérivé p+q fois, il vient

d[/+q

2 _ p — _
o (X*=1")=0 et donc (Lp|Lq) 0.

e. Prouver que (Lp| Q) =0 dés que degQ < p.
D’aprés le critére des degrés étagés, la famille (L(),Ll,...,Lpil) est une base de Rp,l[X] : Q est donc
combinaison linéaire de ces vecteurs qui sont tous orthogonauz d Lp , de sorte que Q lui-aussi est orthogonal a Lp.
1
f. Calculer (Lq|Lq) = Lqu (on pourra effectuer un changement de variable puis faire un petit détour par
-1
le cours sur les séries pour se remettre en téte un certain type d’intégrales).
On reprend la formule obtenue a la question 1.d. en choisissant p =q :

1 dgq

(@m:emfﬂm

((X* = 1)) (x> —1dX

On effectue alors le changement de variable u = arccos X pour obtenir :

s
by 2
. 2041 . 2q+1
(L,IL,) = (Qq)!fsm oy du = 2(2q)!fsm oy du.
0 0
On reconnait une intégrale de Wallis d'ordre impair, qui elle aussi se calcule par parties, ce qui donne

finalement auz erreurs de calcul prés :
9201 1)2
|p)=2)
o 2¢+1

2. On fixe un entier n € N*.
a. Soit kun entier vérifiant 0 <k <n—1. Prouver que (XL, ,[L,)=0.

1
(XL, 41L,) = fXLn+1Lk = (L, | XL,) = 0 puisque deg(XL,) <n—1+1=n (cf. question 1.e.).
-1

b. Prouver l'existence de réels a b ,c o, ,...,0, tels que:

n’'n’n’
Ln+2 = (anX + bn)Ln+1 + CnLn + Otnfanfl tot 0LlLl + OLOLO :
D’aprés la régle des degrés échelonnés, la famille (XLn+1’Ln+17Ln"'"L17LO) est une base de RH?[X]
d’ou le résultat demandé.
c. Prouver que oy =y =...=a,_; =0.

On multiplie scalairement par L, (avec 0 <k <n—1) l’égalité précédente. Par orthogonalité de la fa-
mille des polynomes de Legendre et grace au fait que (XLn+1|Lk) =0, dl vient o, (L, |L,) =0, soit o, =0.

d. Intérét ?
On dispose désormais d’une formule de récurrence linéaire d deux termes qui s’écrit :

L a,X+0b)L, . +c,L, .

n+2 ( n

Une fois déterminés a,, b et ¢, (ce que l'on sait faire mais que je n’ai pas développé ici), cette formule

nous donne une fagon de calculer les L, beaucoup plus simple que la formule initiale.
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Partie II

3. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Rappeler la dimension de l'espace L(E,F). Que
vaut en particulier la dimension du dual de E: E* = L(E,K) ?
C’est du cours : dim L(E,F) = dim E xdim F' . En particulier, dim E* = dim F .

4. Soient ry,...,r  des réels deux a deux distincts. On définit sur £ = Rn_l[X | les formes linéaires suivantes :
¢, P P(r,).
a. Prouver que la famille (p;,...,p,) est libre (indication : quel est le titre le plus célebre du groupe texan
Z7 Top 7).
Comme chacun sait, l'un des morceaux les plus célébres de ZZ Top est « La Grange ». Soient alors

Q

Lo, des réels tels que oo, +...+a @ =0. On a donc o, P(r;)+...+a, P(r ) =0 pour tout polynome P

de degré inférieur ou égal ¢ n—1. On applique cela au polynome (X —n,)(X —r,)...(X —7) et on trouve

o, =0 ; méme chose pour les autres o, . J'espere que vous aurez reconnu les polynomes intervenant dans le pro-

1
bleme de l'interpolation de Lagrange !
b. Que peut-on en déduire au vu de la question 3. 7

Les ¢, forment une famille libre de cardinal n du dual de E = Rn—l[X] qui, comme E, est de dimension

n. On a donc trouvé une base de E* .

c. Pour P € R[X], on pose I(P):fP.

Prouver I'existence de réels a;,q,,...,a, tels que :
VPeR, [X], I(P)=aP(y)+...+a,P(r).
St on la retreint a E, I est une forme linéaire et elle se décompose donc sur la base (@1,...,kpn) de E ;

il existe donc ay,a,,...,a, tels que ]|E =a,p, +...+ap, , cequiest exactement le résultat demandé.

n’

5. On choisit désormais pour les 7, les racines du polyndéme L, .
En effectuant la division euclidienne de P par L, prouver que :
VPeR, ,[X], I(P)=aP(r)+...+a,P(r).
On écrit P=QL, + R avec degR <degL =n. Puisque degP <2n—1, il vient deg@Q <n—1. On sait
1
alors d’aprés la question 1.e. que fQL =0. Ainsi I(P)= I(QL +R)= fR =I(R)=aR(r))+...+a R(r).
-1 -1

Mais puisque les 1, sont les racines de L, on a P(r) = R(r,) d’ou le résultat.

n’

Partie IIT
On fixe dans cette partie une fonction numérique f de classe C2" sur [—1,1] et I'on pose M,, =n_( f(Q")).

6. a. Prouver que 'application ® suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels :
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R,,_4[X] - R*"
P (P(rl),P’(rl),...,P(r ),P'(r))

n n

D .

Cette application est évidemment linéaire entre deuzr espaces de méme dimension finie égale a 2n. Il y a

donc juste a prouver son injectivité. Or, si ®(P)=0, P posséde les 1, pour racines au moins doubles ce qui lui

donne 2n racines alors que son degré est majoré par 2n—1. On en déduit que P =0 et donc l'injectivité de P .
b. En déduire 'existence et 'unicité d’un polynéme L de degré inférieur ou égal & 2n —1 tel que :

L(ﬁ) = f(ﬁ)v L/(ﬁ) = f/(ﬁ) ) ---7L(Tn) = f(rn)v Ll(rn) = f/(rn) .
Il y a juste d dire que le 2n -uplet (f(r),f'(r),...,f(r,),f'(r,)) est atteint une fois et une seule par ®.

7. Soit z un réel élément de [—1,1] différent des 7.

fl@) = L(z) 15
2
L, (2)
a. Calculer §(z) et, pour 1<k <mn, &) et 8'(r,).

On pose, pout t € [—1,1], §(t) = L(t) — f(t) + (t).

Tout ce petit monde est nul.

b. Prouver que la fonction &' s’annule au moins 2n fois.

La fonction & possede n+1 annulations : x et les 1. D’apres le théoréme de Rolle, 8" s’annule au
moins n fois et ce strictement entre les annulations de §. A cela viennent s’ajouter les T, qui, eur-aussi, annu-
lent &' et cela nous donne 2n annulations pour &' (au moins).

c. En déduire lexistence d'un élément ¢ de [—1,1] tel que s(2n) (¢)=0.

C’est le classique « Rolle itéré » ou « Rolle en entonnoir » (appellation non contrélée).

d. Prouver que :

) - ) = L) o,

On écrit que 8" (c)=0: 0= L(Qn)(c) - f(Qn)(c) +M[’i(2n)(6)' Mais IV =0  puisque
L, (2)

degL <2n—1 et Li@m est une constante puisque deg Li =2n. On obtient ainsi la formule demandée (notons

que si x est ['un des 1, , n’importe quelle valeur de ¢ convient).

1
8. En déduire une majoration de ff(t)dt —(a f(r) +...+a, f(r)) -
-1

Puisque f et L prennent les mémes valeurs auz 1, , il vient :

o f(n)+...+a,f(r,) = o Lin)+...+a,L(r, fL

Alors :
1

ff tydt —(a f(r) + ... +a f(r, ff dt—fL t)dt <f|f L];%Z)fLZ”

-1
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